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Résumé — Dans un processus d’estimation robuste, les estimateurs de la matrice de dispersion sont souvent obtenus a un facteur d’échelle
pres. La plupart des traitements adaptatifs étant invariants a ce facteur d’échelle, on s’intéresse principalement a 1’estimation de la dispersion
normalisée. Ainsi, dans le contexte des distributions elliptiques complexes, et en se placant dans le cadre introduit par [1], nous proposons dans
cette communication une dérivation de la borne de Cramér-Rao intrinseéque pour ce probleme. Tout d’abord, la métrique de Fisher est dérivée
pour les matrices matrices symétriques définies positives de déterminant unitaire. Cette métrique permet ensuite d’établir une borne d’estimation
pour deux mesures de performance : la distance euclidienne et la distance riemanienne entre les matrices Hermitiennes positives définies.

Abstract — Robust scatter matrix estimators are often obtained up to a scaling factor. Since most of the adaptive processes are invariant to this
scaling ambiguity, we are mostly interested in estimating a normalized scatter matrix. In the context of complex elliptical symmetric distributions,
and the framework of [1], we propose to develop the intrinsic Cramér-Rao bound for this problem. First, the Fisher information metric is derived
for Hermitian positive definite matrices of unit determinant. This metric allows to bound two performance criteria, that are the Euclidian and

Riemmanian distances.

1 Introduction

La borne de Cramér-Rao (BCR), outil usuel en traitement sta-
tistique du signal, caractérise les performances optimales qu’un
estimateur peut espérer atteindre en terme d’erreur quadratique
moyenne (EQM)[3]. Elle est de plus désormais utilisée afin de
servir de critere pour optimiser les parametres externes d’un
systeme complexe. Lorsque le parametre d’intérét appartient a
une variété Riemannienne, deux problémes se posent :

1) Le parametre satisfait naturellement un systeme d’équations
qu’il n’est pas possible d’expliciter pour appliquer les BCRs
développées dans un cadre d’estimation sous contrainte [4].
17) On peut, de plus, se poser la question de la 1égitimité de
la métrique euclidienne traditionnellement utilisée pour décrire
I’EQM. En effet, I'utilisation d’une distance naturelle Rieman-
nienne vis-a-vis du probléme d’estimation semble plus appro-
priée pour ce type de parametres.

Afin de répondre a ces problématiques, plusieurs inégalités
de Cramér-Rao dites intrinseéques ont été établies et étudiées
dans la littérature [1, 5, 6]. En particulier, dans [1], une for-
mulation tres générale de la BCR est présentée sous la forme
d’une inégalité matricielle pour la covariance du logarithme
riemannien. Cette quantité qui représente une EQM naturelle
est supérieure (au sens matricielle) a une matrice ou apparait la
matrice d’information de Fisher ainsi que des termes de cour-
bures Riemanniennes. Notamment, cette inégalité matricielle
est valide quelque soit la métrique utilisée et permet ainsi de
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calculer des BCR sur des distances associées a n’importe quelle
métrique. Cette borne intrinséque a ensuite été calculée dans
le contexte de 1’estimation de la matrice de covariance d’un
vecteur gaussien a I’aide de la distance riemannienne naturelle
des matrices hermitiennes définies positives que nous noterons
H]Tf et a permis d’observer des phénomenes statistiques in-
connus dans le cadre euclidien (e.g., I’apparition d’un biais
d’estimation caractérisable a distance finie).

Le but de cette communication est d’étendre les résultats de
[1], d’une part a la classe des distributions elliptiques com-
plexes (EC), d’autre part a la matrice de dispersion normalisée.
En effet, les distributions EC [7] sont d’un grand intérét pour
la communauté du traitement du signal car elles ont montré
leurs capacités a modéliser une grande variétés de phénomenes
physiques [8, 9] et permettent de développer des estimateurs
robustes. Néanmoins, les estimateurs robustes de la matrice de
dispersion sont souvent obtenus a un facteur d’échelle pres. La
plupart des traitements adaptatifs sont invariants a ce facteur
d’échelle : on s’intéresse donc principalement a 1’estimation
de la dispersion normalisée. Des bornes intrinseques pour le
cas non normalisé ont déja été proposé dans une communica-
tion précédente [10], néanmoins, la prise en compte de la nor-
malisation requiert son analyse propre. Nous établissons donc
I’inégalité de Cramér-Rao intrinseque pour ce probléme, ce qui
permet ensuite d’établir une borne d’estimation pour deux me-
sures de performance : la distance euclidienne et la distance
riemanienne entre les matrices hermitiennes positives définies.
Certains liens sont aussi établis avec les résultats obtenus dans
le cadre euclidien [11, 12].



2 Distributions elliptiques complexes

Les distributions EC regroupent une large famille de dis-
tributions multivariés (voir [7] pour un tour d’horizon com-
plet). Un vecteur z € CM suit une distribution EC 2 moyenne
nulle que nous noterons z ~ CES (0,3, g) si il admet la

représentation stochastique z 4 VO E/2uotu e CM
suit une distribution uniforme sur la sphere unité complexe,
Q € R est une variable aléatoire réelle non-négative admet-
tant une densité de probabilité p indépendante du vecteur u, et
22 € CM*M et une factorisation de la matrice de disper-
sion 3. Nous nous focalisons uniquement sur le cas absolu-
ment continu, ¢’est-a-dire que X € ’vaf. La densité de proba-
bilité (ddp) de z peut alors s’écrire

f(2|8,9) < B9 (z"%"2), (1)

ol la fonction g : R™ — R™, appelée génératrice de densité,
est reliée a la ddp de Q par I’équation suivante :

p(Q) =63 ,2" 9(Q). 2

Il faut remarquer que cette définition présente un probléme
d’identifiabilité due a une ambiguité d’échelle. En effet, pour
7 € R%, il est clair que les couples {Q, X} et {Q/7, 73}
conduisent a la méme distribution pour z. L'impact de cette
ambiguité est faible puisque la plupart des traitements adap-
tatifs ne requierent I’estimation de la matrice de dispersion
qu’a un facteur d’échelle prés. C’est pourquoi, nous noterons
> = o2V, ot V est la matrice de dispersion normalisée
(notre paramétre d’intérét) et le scalaire o2 représente le facteur
d’échelle. Dans la suite, nous utilisons la normalisation cano-
nique par le déterminant comme préconisé dans [13]. Ce choix
de normalisation est particulierement intéressant car il permet
de préserver la géométrie de Hv'. On en déduit que V ap-
partient a la sous-variété de 7}, des matrices de déterminant
unitaire : iy iy

Sty ={VeHy, [VI=1}. S
Une maniere simple pour redéfinir une distribution EC z ~
CES (0,3, g) telle que la matrice de dispersion soit naturelle-
ment normalisée est d’absorber le facteur d’échelle dans la ddp
de Q. Poser Q' 4 “{/@Q, donne en effetz ~ CES (0,V, g),
ol g est définie par p(Q’) et (2).

A partir des données {zy },c[1, k] distribuées comme z ~
CES (0,3, g) I'estimateur du maximum de vraisemblance de
la matrice de dispersion est la solution de 1’équation du point
fixe suivante [7] :

K
pI [1(;1/; (zkal'lzk) z,zl 4

ol ¥ (t) = —g'(t)/g(t). On notera qu’en pratique, la fonction
génératrice de densité g peut tre inconnue. Dans la cadre de
la théorie de I’estimation robuste, un M -estimateur 3 est un
estimateur construit en utilisant une fonction ¥ (¢) qui n’est
pas nécessairement liée a g dans (4). Il est a noter que les M-
estimateurs peuvent ne pas étre consistent en terme d’échelle.

Une méthode pratique est alors de se concentrer sur 1’estima-
tion de la matrice de dispersion normalisée en construisant

V = 3/ /|2, pour un M-estimateur (ou le maximum de

vraisemblance) de la matrice de dispersion 3.

3 Meétrique de Fisher induite par les
distribution EC

Dans cette partie, nous étudions la vraisemblance (1)
sur S?—[H“ du point de vue de la géométrie de 1’informa-
tion. L’étude portant sur Hj;" a été présentée dans [10].
Premiérement, notons que 1’espace tangent T, HXF' a ’H?\T au
point X s’identifie & H s, et que I’espace tangent & SH ;" au
point V est défini par

TvSHi ={Q € Hu| Tr{V' Q} = 0}. (5)

Concernant la métrique de Fisher, nous obtenons le résultat sui-
vant :

Theorem 3.1. Soient 21 et Qo deux vecteurs de TVSHL+.
La métrique de Fisher du modéle {zy.}pep1 k], i.i.d. avec z ~
CES(0,V,§), V =X /o2 € SH},, est donnée par

g™ (0, Q) = K g (Q1,9s) , avec
ggles (Ql, 92) =aTr {V'191V'192}

V] et ¢(t) =

(6)

E[Q%¢/(Q)]
M(M+1)

—(t) = g'(t)/g(t).

Démonstration. Dans [2] la métrique de Fisher associée a (1)
sur SH};" est donnée par

o™ (2.9) = KaTr {(27'9)"} + KgTe {1},

etdzgﬂ(l— >,ave602=

2 47
%,ﬁ =a—1,et € TZ’HHF.La
métrique correspondante sur S”HX/;F s’obtient en notant que
V = X /0% € SH};" et en simplifiant le second terme car
Q € TsSH}, satisfait la relation (5). Finalement, (6) s’ob-
tient avec une formule de polarisation. O

avec v = 1 —

II est intéressant de noter que g<;7° est proportionnelle a la

métrique naturelle riemannienne sur SH 3, pour toute distri-
bution EC. Ainsi, la distance induite par la métrique de Fisher
correspond a la distance donnée en (10) a un facteur d’échelle
pres.

4 BCR intrinséque pour la matrice de
dispersion normalisée

Dans cette partie, nous dérivons une BCR sur I’estimation
de V selon deux mesures de performance : la distance eucli-
dienne et la distance riemannienne entre les matrices Hermi-
tiennes positives définies. Cette dérivation s’appuie sur le for-
malisme des BCR intrinseques et les étapes décrites dans [1].



L’ étape clé repose sur la construction appropriée d’une base or-
thonormale (selon la métrique de mesure d’erreur) de I’espace
tangent Tg;S’;’-[]JCI+ dans (5).

4.1 Meétrique euclidienne

Rappelons tout d’abord la métrique et la distance euclidienne
pour I’espace des matrices définies positives

97 (1, Q) = Tr{Q: 2},
d5(21,32) = [|Z1 — 2o 7.

Le calcul d’une BCR sur d2E nécessite la définition des bases

suivantes :

o {QF}, ésent base de TsH i, dans (5
i ‘ie[i,m2] représente une base de TxHjy,  dans (5)

qui est orthonormale par rapport a la métrique ¢ dans (7).

En pratique, on utilise la base canonique euclidienne dont les

éléments sont :

)

1. Z est une matrice symétrique de taille n x n dont §4™¢
élément diagonal est égal a 1 (z€ro partout ailleurs).

2. 95 est une matrice symétrique de taille n x n dont
les éléments ij et ji sont égaux a 2~ '/2(zéro partout
ailleurs).

3. QZ_E est une matrice hermitienne de taille n x n dont
les éléments ij est égal a2~ 1/2,/—1 et I’élément ji est
égal a —271/2\/—1, (zéro partout ailleurs) (i < 7).

cette base est par la suite ré-indexée sur i € [1, M?] pour
alléger la notation.

° {prE}ie[[l,MLu] représente une base de TsSH};" dans
(5) qui est orthonormale par rapport a la métrique g% dans (7).
Remarquons alors que TssSH ;" correspond & H ; privé de la
droite A\ X, \ € R, puisque son complémentaire orthonormal
est NeSHi;" = {AZ'|\ € R}. En pratique, cette base or-
thonormale peut étre obtenue en ) augmentant {QF}; (1 ar2)
avec I’élément X7'; ii) appliquant un procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt (en utilisant la métrique ¢¥
dans (7) comme produit scalaire) sur I’ensemble augmenté en
commengant par ’élément X', Apres ces étapes, nous obte-

nons I’ensemble {ny Lot ool O} (avec une nor-
malisation appropriée ), qui permet d’extraire la base désirée.

Theorem 4.1. La BCR pour la distance d% et pour la matrice
de dispersion normalisée s’écrit

E|d% (V. V)] = Tr {Fip} . ®)
avec pouri,j € [1, M? — 1]
[Fupsl,, = KaTr {V-lnprv-lnjpE} O

Démonstration. Les éléments de la matrice d’information de
Fisher sont obtenus en utilisant g{;m dans (6) avec la base

{7 E} Le résultat est alors une application directe du cor-
rolaire 2 de [1] en négligeant les termes de courbure. O

On note que ce résultat permet de calculer d’une maniére
originale la BCR euclidienne pour la matrice V sans utiliser
une paramétrisation qui assurerait un determinant égal a 1.

4.2 Métrique naturelle riemannienne

Rappelons tout d’abord la métrique et la distance rieman-
nienne pour I’espace des matrices définies positives (norma-
lisées ou non)

gN (21,Q) = Tr{Z 10, Z1Q, ),

A2 (21, 35) = [ log(Z; 7?2y 57712 (10
N( 15 2) || Og( 1 2247 )”F

Le calcul d’'une BCR sur d3 nécessite la définition des bases
suivantes :

o {QN},c1 . ae représente la base de Tz:?'lj\_f qui est ortho-
normale par rapport & la métrique g dans (10). En pratique,
cette base est obtenue en colorant les éléments de la base eucli-
dienne de la maniére suivante Q¥ = 2/2QF 32,

° {prN}ie[U,MQ—l]] représente la base de TsSH ;" dans (5)
qui est orthonormale par rapport a la métrique gy dans (10). En
pratique, cette base est obtenue de la méme manieére que pour
{27}, mais en utilisant cette fois-ci la métrique gy dans (10)
comme produit scalaire lors du procédé d’orthonormalisation.
La base initiale doit néanmoins étre complétée par I’élément 3
car le complémentaire orthogonal de TESH;\T par rapport a
N est NsSHY = {AZ |\ € R}.

Theorem 4.2 (Natural Riemmanian CRLBs). La BCR in-
trinseque pour la distance d?\, et pour la matrice de dispersion
normalisée s’écrit
9 /¢ M? -1
E [dN (V’V)} 2 "Ka (in
Démonstration. On injecte {€2:" } dans (6) ce qui donne pour
les éléments de la matrice d’information de Fisher. Le résultat
est[Fspnlij = Kad; j, Vi, j € [1, M?—1], grace a1’ orthogo-
nalité de {Q;” N3 par rapport a g%, La matrice d’information
de Fisher peut alors s’écrire F g,y = Kaly2_;1. L’obtention
de la trace de son inverse est alors triviale, et on applique une
fois de plus le corrolaire 2 de [1] (en négligeant les termes de
courbure) pour conclure. O

Il est intéressant de noter que la borne sur cette distance s’ob-
tient de maniere explicite, et qu’elle dépend simplement des
dimensions du probleme d’estimation et d’un scalaire lié¢ au
générateur de densité.

5 Simulations

Les résultats précédents sont illustrés pour une distribu-
tion multivariée de Student-t avec d € N* degrés de liberté
(voir [7] pour les détails). On note z ~ CES(0,X, gq4) avec
ga(t) = (14d ')~ (@M Deplus, ¢(t) = —(d+ M)/(d+1)
eta = (d+ M)/(d+ M + 1) pour (2?). La matrice de
dispersion est construite a partir de [X7]; ; = pli=il avec
p = 0.9@ (14 4) puis normalisée. Nous comparons la
BCR a quatre estimateurs a) I’estimateur de la covariance em-
pirique Sgcn = Kt Zszl zzl, noté SCM; b) I’estima-
teur du maximum de vraisemblance (4) avec ¥(t) = —¢(t),
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FIGURE 1 — BCR euclidienne (haut) et riemannienne (bas) en
fonction de K /M pour d = 100. Légende : CRB, SCM, ,
mMLE, TYL. M = 10.

noté MLE; ¢) I'estimateur du maximum de vraisemblance
désadapté défini comme I’estimateur du maximum de vraisem-
blance classique ou pour lequel on fixe d = 10 dans 1) quelle
que soit la distribution sous-jacente, noté mMLE; d) le M-
estimateur de Tyler, défini dans (4) avec ¢(t) = M/Kt, noté
TYL. Afin d’illustrer nos résultats, nous comparons les perfor-
mances des différents estimateur aux BCR pour deux scénarii :
d = 100 (cas quasi gaussien) et d = 3, présentés respecti-
vement en figure 1 et 2. Les BCRs proposés permettent un
comparaison pratique des différents M -estimateurs en utilisant
les distances naturelle et euclidienne, et ce, indépendamment
des ambiguités d’echelles inhérente aux distributions EC (e.g.,
le maximum de vraisemblance désadapté est biaisé en ce qui
concerne ’estimation de la matrice de dispersion). Une telle
comparaison est intéressante lorsque le traitement associé n’est
pas sensible au facteur d’échelle (e.g., en filtrage adaptatif).
On remarquera que les M -estimateurs ont des performances
proche du maximum de vraisemblance. Cependant, ce n’est pas
le cas de I’estimateur de la covariance empirique sauf dans le
cas quasi-gaussien (d = 100). De maniére surprenante, on note
aussi que les deux distances montrent que tout les estimateurs
étudiés sont non-efficace a distance finie.
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